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Summary: A given space-structure is approximated by a system which contains only 
untwisted straight or plane curved booms as welt as discrete twists and corners. The transfer 
matrices for such substitute system are derived. 
übersieh t: Ein gegebenes räumliches Stabwerk wird näherungsweise durch ein 
System ersetzt, das nur unverwundene gerade oder eben gekrümmte Stäbe, sprunghafte 
Verwindungen und Knickstellen enthält. Für ein solches Ersatzsystem werden die über-
tragungsmatrizen bereitgestellt. 
1. AufgabensteIlung, Ersatzsystem 
Das Verfahren der Übertragungsmatrizen hat in den letzten Jahren zu-
nehmende Verbreitung erfahren. Übersichtlichkeit und Einfachheit in der 
Durchführung machen dieses Verfahren besonders geeignet für die Durch-
rechnung auf modernen digitalen Rechenanlagen. So wurde es zur Lösung 
immer komplizierterer Probleme der Kinetik und Statik herangezogen. Nicht 
zuletzt wurde die Verbreitung der Übertragungsmatrizenmethode in der 
Praxis dadurch gefördert, daß in zahlreichen Arbeiten (z. B. [1-7, 11-13]) 
Übertragungsmatrizen für Spezialfälle explizit bereitgestellt wurden. Diese 
Übertragungsmatrizen dienen als Bausteine, aus denen das Rechenschema für 
eine spezielle Aufgabe leicht aufgebaut werden kann, und ermöglichen dadurch 
dem Praktiker eine zweckmäßige und rasche Dur.chführung des Verfahrens. 
Hauptsächlich wurden bis jetzt mit dem Verfahren der Übertragungs-
matrizen ebene Stabwerke mit geraden und eben gekrümmten Stäben be-
handelt. Die Ausdehnung des Verfahrens auf Stabwerke mit räumlich ge-
krümmten Stäben bereitet theoretisch keine grundsätzlichen Schwierigkeiten. 
Wenn das Übertragungsmatrizenverfahren bis jetzt in der Praxis kaum auf 
den räumlichen Fall angewandt wurde, so ist der Grund hierfür nicht allein 
darin zu suchen, daß im räumlichen Fall der Rechenaufwand naturgemäß an-
steigt (12reihige Matrizen), sondern auch in der Tatsache, daß hier die Über-
tragungsmatrizen nicht wie im ebenen Fall explizit bereitstehen. Schon in dem 
einfachsten Fall eines räumlich gekrümmten Stabes - eines Stabes konstanten 
Querschnittes, dessen Stabachse eine Schraubenlinie ist (konstante Krüm-
mung, konstante Windung)l) - läßt sich die Übertragungsmatrix nicht mehr 
1) Das dem Problem zugrunde liegende lineare Differentialgleichungssystem hat in 
diesem Fall konstante Koeffizienten. 
13 Wissenschaftl. Abhandl. XIII, 1961 
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explizit angeben, d. h. ihre Elemente lassen sich nicht mehr formelmäßig als 
bekannte Funktionen der gegebenen Daten des Stababschnittes (Länge, Krüm-
mung, Windung, Steifigkeiten, Massebelegung) ausdrücken. 
Näherungsweise kann nun ein Stabwerk mit räumlich gekrümmten Stäben 
dadurch erfaßt werden, daß man ihm ein Ersatzsystem zuordnet, welches im 
wesentlichen allein mit Hilfe der vom linearen und ebenen Fall her bekannten 
Übertragungsmatrizen durchgerechnet werden kann. Dazu müssen bei der 
Aufstellung des Ersatzsystems die Stabachsen der einzelnen Stabzüge des 
Stabwerkes stückweise durch Geraden bzw.Kreisbögen angenähert, die ge-
gebene Masse- und Steifigkeitsverteilungdurch eine stückweise konstante oder 
diskrete, ferner die stetige Verwindung durch eine sprunghafte ersetzt werden 
(Abb. 1). Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit dem zweckmäßigen Vor-
Abb. 1. Ersatzsystem 
1) Knick; (2) Sprunghafte Verwindung; (3) Unverwundenes gerades oder eben gekrümmtes Stabfeld 
gehen bei der Durchrechnung eines solchen Ersatzsystems nach dem Verfahren 
der Übertragungsmatrizen. Für die Übertragung des Zustandsvektors über 
eine Knickstelle der Stabachse, d. h. über eine Stelle, an der zwei Stabstücke 
des Ersatzsystems unter einem Winkel aneinander anschließen, wird eine 
Übertragungsmatrix hergeleitet, die im folgenden als Eckmatrix bezeichnet 
wird. Di~ Eckmatrix wird in einer solchen Form angegeben, daß sie durch rein 
schematIsches Vorgehen ermittelt werden kann. Die für die Berechnung ihrer 
Elemente benötigten Daten können leicht aus einer Konstruktionszeichnung 
entnommen werden. Mit Hilfe der Eckmatrix läßt sich der Rechnungsgang 
weitgehend schematisieren und das Übertragungsmatrizenverfahren bei räum-
lichen Stabwerken genauso wie im ebenen Fall zur Berechnung freier und er-
zwungener Schwingungen bzw. statischer Aufgaben anwenden. 
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2. Übertragungsmatrizen 
Für die drei wesentlichen Elemente des gewählten Ersatzsystems (vgl.Abb.l) 
(I) Knick der Stab achse 
(2) sprunghafte Verwindung 
(3) unverwundener gerader oder eben gekrümmter Stab 
sollen im folgenden die Übertragungsmatrizen bereitgestellt werden. Die Über-
tragungsmatrix für einen Knick der Stabachse - die Eckmatrix - wird in 
einer solchen Form angegeben, daß durch sie eine an der Knickstelle eventuell 
auftretende sprunghafte Verwindung mit erfaßt wird. Der Vollständigkeit 
halber ist auch die Übertragungsmatrix für eine exzentrische Einzelmasse mit 
aufgenommen. 
2.1. Übertragungsmatrix für einen Knick (Eckmatrix) 
2.1.1. Zusammenhang zwischen der Eckmatrix und der Transformationsmatrix 
des Hauptachsensystems 
Um für die Eckmatrix einen übersichtlichen Aufbau zu erhalten, gehen wir 
von der folgenden Form des 12reihigen Zustandsvektors aus (bezüglich der 
Bezeichnung der Komponenten vgl. Abschnitt 4): 
u 
v d 
w 
<5 
"P f 
p 
z= ..... (1) 
T 
My M 
M z 
N 
Qy K 
Qz 
Dabei sind d, f, Mund K zur Abkürzung eingeführte 3reihige Spalten-
matrizen. (Hinsichtlich der Transformation auf andere Formen des Zustands-
vektors vgl. Abschnitt 2.1.3). Ferner führen wir die 8paltenmatrix 
· ~ [~l (2) 
ein, in der die drei dem zugrunde gelegten x, y, z-Hauptachsensystem zugeord-
neten Einsvektoren zusammengefaßt sind. Damit läßt sich abkürzend schreiben. 
(wobei a' die Transponierte einer Matrix a bedeutet): 
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für die Verschiebung 
für die Verdrehung2) 
für das -Schnittmomet 
für die Schnittkraft 
b = d'e, 
f = f'e, 
sm = lU'e, 
.st' = K'e. 
(3a) 
(3b) 
(3c) 
(3d) 
Die durch (3 a-d) definierten physikalischen Vektoren sind einem Knick 
der Stabachse gegenüber invariant. Sie werden jedoch vor und hinter einer 
Knickstelle auf verschiedene Koordinatensysteme bezogen. 
Zur Unterscheidung kennzeichnen wir alle Größen, die sich auf die Stelle 
unmittelbar vor dem Knick beziehen, mit dem hochgestellten Index -0 und 
alle die Größen, die sich auf die Stelle unmittelbar nach dem Knick beziehen, 
mit +0. Der Zustandsvektor wird also unmittelbar vor dem Knick auf das 
Abb. 2. Hauptträgheitsachsensysteme am Knick 
(x, y, z)-O-System und unmittelbar nach dem Knick auf das (x, y, z)+o-System 
bezogen (Abb. 2). Zwischen den zugehörigen Einsvektorsystemen 
und [
ex 1 +0 
e+
o 
= :: 
besteht ein durch die Beziehung 
e+o = T e-o (4) 
ausgedrückter linearer Zusammenhang, wobei T eine im einzelnen noch näher 
zu bestimmende 3reihige quadratische Matrix ist. Wegen der oben erwähnten 
Invarianz und unter Berücksichtigung von (4) gilt: 
• 2) D~e vektori~ll?, Z:usammensetzung der Winkel 15, V' und qJ gilt angenähert nur, wenn 
dIese Winkel "klem smd, was hier vorausgesetzt sei. 
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b = (d-o)' e-o 
(d+o)' e+o = (d+O)'T e-o, 
f = (f-o)' e-o 
(f+o)' e+o = (f+O)'T e-o, 
sm = (M -0)' e-o 
= (M+o)' e+o = (M+o)'T e-o, 
$\' = (K -0)' e-o 
= (K +0)' e+o = (K +o)'T e-o. 
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(5a) 
(5b) 
(5c) 
(5d) 
Aus (5a) folgt wegen der linearen Unabhängigkeit der in e zusammenge-
faßten Einsvektoren 
Die Auflösung nach d+o unter Berücksichtigung der Orthogonalität (Dreh-
transformation!) der Matrix T (T-l = T') ergibt 
(d+O)' = (d-o)' T' = (T d-o)', 
d+o = T d-o. 
Entsprechend folgt 
f+o = T f-o, 
M+o = T f-o, 
K+o = T K-o. 
Die Beziehungen (6a-d) lassen sich in einer Matrizengleichung 
z+o = Uz-o 
(6a) 
(6b) 
(6c) 
(6d) 
(7) 
zusammenfassen, wobei die Matrix U-- die gesuchte Eckmatrix - folgenden 
übersichtlichen Aufbau hat: 
I 
I 
T 0 I 0 0 
I 
I I I 
----'-----r----r----
I I I 
0 I T I 0 I 0 
I I I 
U= I I I ----,----~-----r---- (8) 
I I I 
0 I 0 I T I 0 
I I I 
I I I 
----'-----r----r----
I I I 
0 I 0 I 0 I T 
I I I 
I I I 
Das Problem der Aufstellung der 12reihigen Eckmatrix ist damit zurück-
geführt auf die Auffindung der 3reihigen Matrix T, die die Transformation 
des (x,y,z)-~-Systems in das (x,y,z)+o-System beschreibt. 
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2.1.2. Ermittlung der Transformationsmatrix T des Hauptachsensystems 
Bei der Herleitung der Matrix T muß berücksichtigt werden 
(1) die sprunghafte Richtungsänderung der Stabachsentangente an der 
Knlckstelle und 
(2) die Lage der Hauptträgheitsachsen (y-O, z-o sowie y+o, z+O). 
Die sprunghafte Richtungsänderung läßt sich am besten durch die Angabe 
dreier Punkte P, Q und R beschreiben. Dabei soll der Punkt Q mit dem Knick-
punkt zusammenfallen, während P und R irgendwelche Punkte auf den 
Tangenten sind, die sich im Knickpunkt an die dort zusammenstoßenden 
Stabachsen legen lassen (Abb.3). Enthält das Ersatzsystem zwischen den 
Q 
Stil & IIICHJB __ ........ 
._.---' z 
& ' R 
Abb.3. Festlegung eines Knicks der Stabachse durch drei Punkte P, Q und R 
Knickpunkten nur gerade Abschnitte, so wird man zweckmäßig für P und R 
die be~achbarten Knickpunkte wählen. Die Punkte P, Q und R legen wir fest 
durch ihre Ortsvektoren 1', q und f, deren KomponElntendarstellung in einem 
rechtwinkligen, rechtshändigen X, Y, Z-Koordinatensystem lautet: 
I' = {PX, p.y, pz}, q = {qx, qy, qz}, f = {rx, ry, rz} (9) 
Ferner führen wir die Dilferenzvektoren 
(l = q - I' = {ax, ay, az}, 
b = f - q = {bx, by, bz} 
ein mit 
ax = qx - Px, bx = rx - qx, 
ay = qy - Py, by = ry - qy, 
az = qz - Pz, bz = TZ - qz. 
(10a) 
(lOb) 
(11) 
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Für die Beschreibung der Lage der y- und z-Hauptachsen führen wir das wie 
folgt definierte, ebenfalls rechtwinklige, rechtshändige ~,1], C -Zwischensystem 
ein (Abb. 4): 
z 
S 
.fl.\--J2 .. '" 'lt ._ ~(~·r 
.\- 112 • 
• -, I 
_.- \ I 
' .... _/ Y 
Abb. 4. ~. 1J. '-Zwischensystem 
~-Achse: wie die x-Achse mit der Stabachsentangente zusammenfallend und 
in Fortschrittsrichtung weisend. 
1]-Achse: parallel zur X, Y-Ebene und so gerichtet, daß die C-Achse in 
denselben Halbraum über der X, Y-Ebene weist wie die Z-Achse. 
Sonderfall: Falls die Stabachse parallel zur Z-Achse verläuft, ist vorstehende 
Erklärung der 1]-Achse nicht mehr eindeutig. Für diesen Fall definieren wir: 
1]-Achse: der Y-Achse parallel und gleichgerichtet. 
C-Achse: ergänzt C- und 1]-Achse zu einem Rechtssystem. 
Bemerkung: Zunächst erscheint es naheliegender, statt des oben definierten 
~,1], C-Systems ein anderes Zwischensystem einzuführen, das der durch die 
Punkte P, Q und Raufgespannten Knickebene angepaßt ist (z. B. 1]-Achse 
in der Knickebene liegend). Für die praktische Anwendung ist jedoch das 
Hauptaugenmerk darauf zu richten, daß die benötigten Daten in möglichst 
einfacher Weise aus der Konstruktionszeichnung entnommen werden können. 
Die.Zweckmäßigkeit des hier benutzten ~,1], C-Systems ergibt sich daraus, daß 
seine Lage in der jeweiligen Konstruktionszeichnung leicht ermittelt werden 
kann, wenn das X, Y,Z-System in geeigneter Weise den Zeichenebenen an-
gepaßt wurde (z. B. X, Y-Ebene ...:..- Grundrißebene der Konstruktions-
zeichnung). Dagegen erfordert die Feststellung der Lage der Knickebene meist 
eine mehr oder weniger umfangreiche und schlecht schematisierbare Vorbe-
reitungsrechnung. 
Die Transformation des (x,y,z)-O-Systems in das (x,y,z)+o-System, für 
die wir die Transformationsmatrix T bestimmen wollen, läßt sich durch eine 
Folge von fünf hintereinander geschalteten einfachen Drehungen um jeweils 
eine Koordinatenachse realisieren. Im folgenden machen wir zunächst die 
Voraussetzung: 
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a) Weder \l noch b stehen senkrecht auf der X, Y-Ebene 
Der 1. Transformationsschritt besteht darin, daß wir das (x,y,z)-O-System 
durch eine Drehung um die x-o-Achse in das (;''Y), C)-O-System überführen 
Abb. 5. Erster Transformationsschritt 
(Abb.5). Die Beziehung zwischen den betreffenden Einsvektorsystemen e-o 
und k-o lautet 
k-O = A-o e-ß , (12) 
wobei [IT k-o = ;; (13) 
das dem (;,1], C)-O-System zugeordnete Einsvektorsystem und 
A-o = [ ~ cosOX- O - Si~ x- o 1 
° sin x-:- o cos x- o 
(14) 
ist. 
Der Winkel X (das gilt für X- o ebenso wie für X+ o im 5. Transformations-
schritt) bezeichnet die Lage des x, y,z-Hauptachsensystems gegenüber dem 
~,1], C-Zwischensystem und ist z. B. der Konstruktionszeichnung zu entnehmen. 
Er ist also positiv eingeführt, wenn das (x,y,z)-System durch eine mathema-
tisch positive Drehung aus dem (;,1], Cl-System hervorgeht (Rechtsschraube 
in bezug auf die ;-Achse). 
Im 2. Transformationsschritt wird das (;,1],C)-O-System um die 1]-o-Achse 
um einen Winkel ßl derart gedreht, daß die ;* -Achse des entste}J.enden ( ~,1], C)*-
Systems parallel zur X, Y-Ebene zu liegen kommt (Abb. 6). Bei Beschränkung 
auf I ßl I < ~ , was keine Einschränkung der Allgemeinheit bedeutet, ist dann 
die C*-Achse der Z-Achse parallel und gleichgerichtet. Bezeichnen wir das 
dem (~,1], C)*-System zugeordnete Einsvektorensystem mit 
k* ~ [~r (15) 
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k* = B-o k- o 
o 
1 
o 
Mit den abkürzenden Bezeichnungen 
und 
a = I a I = [V-ax-2-+-ay-2-+-az-2[ 
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(16) 
(17) 
(18) 
(19) 
für die Länge des Vektors a sowie die Länge seiner Projektion in die X, Y-
Ebene erhält man für ßl (Abb. 6) 
z 
p a 
X, Y - ebene 
Abb. 6. Zweiter Transformationsschritt 
ä 
COS PI = -, 
a 
. ß aZ Sln I =-. 
a 
(20) 
(21) 
Der 3. Transformationsschritt besteht in einer Drehung des (~,1], C)*-Systems 
um die C*-Achse. Dabei soll die ~**~Achse des entstehenden (;, 'Yj, C)**-Systems 
;nach Lage und Richtungssinn mit der Projektion des Vektors b in die X, Y-
Ebene zusammenfallen (Abb.7). Dieser Transformationsschritt wird be-
schrieben durch 
k** = C k*. (22) 
Dabei bedeuten 
l 
f~ 1 ** 
k** = :: (23) 
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y (R) 
z . X 
Abb. 7. Dritter Transformationsscbritt 
und 
C ~ [ eosy siny 0 ]. - siny eosy 0 0 0 1 
I 
Für den Winkel y lesen wir aus Apb. 7 folgende Beziehungen ab 
y = Y2 - Y1. 
bx ax 
cos Y2 = b • COS Y1 = ä • 
. by . ay 
sm Y2 = b ' sm Y1 = ä ' 
1 ' 
eos y = äb(axbx + ayby ) , 
1 
sin y = = (axby - aybx ) . 
ab 
b ist dabei die Länge der Projektion des Vektors b in die X, Y-Ebene 
b =1 Vbx2 + by2 1· 
(24), 
(25) 
(26) 
(27) 
Im 4. Transformationsschritt wird das (e,1],')"-System durch Drehung 
um die 1]"-Achse in das (~,1],C)+o-System überführt, dessen ~+o-Achse dem 
Vektor b parallel und gleichgerichtet ist (Abb. 8). Es gilt 
k+ O = B+o k** (28) 
mit 
B+' ~ [ eos ßI 0 - oinP. ] 0 1 co~ ß2 • (29) sinßz 0 
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z 
** +0 
'1. = "l llI'I,--~-'-_ 
-1----------- ~, y- fbMf 
Abb. 8. Vierter TransformatIonsschritt 
Für den Winkel ß2liest man aus Abb. 8 ab 
b 
cos ß2 = b' 
. ß bz 
sm 2=-T' 
Da?ei bezeichnet b die Länge des Vektors b 
b = I {) I = I Vbx2 + by 2 + bZ 2 1· 
203 
(30) 
(31) 
(32) 
Der ö. Transformationsschritt schließlich liefert das (x, y,z)+o-Hauptachsen-
system für die Stelle unmittelbar nach dem Knick. Es geht aus dem (~,1J,C)+o­
System durch eine Drehung um die ~+o-Achse um den Winkel X+ o hervor 
(Abb. 9). Für diesen letzten Transformationsschritt gilt die Beziehung 
Abb.9. Fünfter Transformatlonssehrltt 
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e+O = A+ok+ o 
1 
o 
o 
cos X+ o 
o 
sin X+ o 
o - sin X+ o cos X+ o 
(33) 
] (34) 
Hinsichtlich Bedeutung und Vorzeichendefinition von x+ ° 
schreibung des 1. Transformationsschrittes. 
vgl. die Be-
Die gesuchte Transformationsmatrix T erhalten wir durch 
folgendes Einsetzen von (28), (23), (16) und (12) in (33) zu 
aufeinander-
T = A+O ß+O C ß-O A-o (35) 
oder, wenn wir die mittleren drei Faktoren des Matrizenproduktes in (35) zu 
einer Matrix ß zusammenfassen, 
T=A+oßA-o. (36) 
Dabei ist 
ß=ß+OCß-O= (37) 
[
COS ß1 cosy COSß2 - sinßl sinß2:sinycosß2: -sinßl COSYCOSß2-Cosßlsinß2] 
- cos ßl sin y : cos y : sinßl sin y 
COSßl cosy sinß2 + sinßl COSß2: siny sinß2: -sinßl cosy sinß2 + COSßl COSß2 
Drückt man in (37) die Winkelfunktionen mit Hilfe von (20), (21), (25), 
(26), (30) und (31) durch die Komponenten der Differenzvektoren a und baus, 
so folgt 
ß = (38) 
~b(ax bx + ay by + az bz ) 1 .1:- (axby-aybx) :~rabz-a~(axbx+aYbY)] 
a I ab labl a 
1 I 1 I a 
--=(axby - aybx) : -:-=(axbx+ayby): ~_(axby - aybx) 
ab I ab I aab 
1 [ - bz ]: bz : 1 [ - azbz )] 
ab azb- b (axbx+ayby ) :-abb(axby-aybx):abab+ ab (axbx+ayby 
b) b steht senkrecht auf der XY-Ebene (bx = by = 0) (Abb.10) 
Bei den ersten beiden Transformationsschritten ändert sich gegenüber 
Fall a) nichts. Beim 3. Schritt dagegen ergeben sich für den Winkel y andere 
Beziehungen, weil das zu erzeugende (~, 'Yj, ~)**-System nicht mehr wie bei 
Fall a) nach der Projektion des Vektors b in die X, Y-Ebene orientiert werden 
kann. Vielmehr muß die 'Yj**-Achse (die mit der im 4. Schritt entstehenden 
'Yj+o-Achse zusammenfällt) der Y-Achse parallel und gleichgerichtet sein (vgl. 
die Definition des ~,'Yj, ~-Systems für den Sonderfall einer zur Z-Achse paral-
lelen Stabachse (S. 199)). Aus Abb. II liest man ab 
ax 
casy = -=-, 
a 
. ay 
smy = ---:- . 
a 
(25*) 
(26*) 
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R 
Abb.10. Sonderfall: 
b senkrecht anf X, Y-Ebene 
y 
10.----~------------------
Abb. 11. Dritter Transformationsschritt, 
Sonderfall: b senkrecht anf X. Y-Ebene 
x 
Die Schritte 4 und 5 bieten keine Besonderheiten gegenüber Fall a. Ledig-
lich vereinfachen sich die Beziehungen (30) und (31) für den Winkel ß2 wegen 
bx = by = 0 zu 
cos ß2 = 0, 
sin ß2 = - sgn bz . 
(30*) 
(31 *) 
X Z(.).·· -------- X 
Abb. 12. Sonderfall: 
Q senkrecht an! X. Y-Ebene 
Durch Einsetzen von (20), 
az 
-sgnbz 
a 
B= ay 
a 
ax 
- -sgnbz 
a 
Abb. 13. Dritter Transformationsschritt. 
Sonderfall: Q senkrecht auf X, Y-Ebene 
(21), (25*), (26*), (30*) und (31*) in (37) folgt 
ä 0 -sgn bz 
a 
ax ayaZ (38*) ---ä aä 
ay axaz 
-=-sgnbz --_-sgnbz 
a aa 
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c) (t steht senkrecht auf der X, Y·Ebene (ax = ay = 0) (Abb. 13) 
Wegen ax = ay = 0 vereinfachen sich die Gleichungen (20) und (21) zu 
cos ßl = 0, 
sin ßl = sgn az . 
Für den 3. Transformationsschritt liest man aus Abb. 13 ab 
bx 
cosy= b' 
. by 
smy = b . 
(20**) 
(21 **) 
(25**) 
(26**) 
Alles andere bleibt unverändert, und wir erhalten durch Einsetzen von 
(20**), (21 **), (25**), (26**), (30) und (31) in (37) 
bz by bx bsgnaz b --sgnaz b 
B= 0 bx 
by (38**) 
b b sgnaz 
b bybz bxbz l)sgnaz 
- bb b b sgnaz 
2.1.3 Umformung einer Ubertragungsmatrix beim "Ubergang zu einem anders 
definierten Zustandsvektor 
Beim Übergang zu einem anderen Zustandsvektor z, der mit dem bisher 
benutzten Vektor z durch die Beziehung . 
z = S Z , z= S' Z 
zusammenhängt, geht eine Beziehung 
ZHt=Ui't 
über in 
ZHI = S U S' Zt = U Zt • 
Dabei ist 
U = SU S' 
(39) 
(40) 
(41) 
(42) 
die umgeformte Übertragungsmatrix. Bei der Umformung der Eckmatrix ist 
in (40) I 
bzw. in (41) 
Zt+l = z+o, Zt = z-o 
zu setzen. 
Zweckmäßig ist folgende, auch in der Literatur (z. B. [6, 7, 8, 10, 11, 12]) 
gewöhnlich verwendete Form des Zustandsvektors 
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U 
N 
-- ........ 
Ö 
T 
v 
z= ({J (43) 
Mz 
-Qy 
-w 
1p 
My 
Qz 
In diesem Fall lautet die Transformationsmatrix S 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
s= 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 (44) 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 o -1 0 
0 o -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
,2.2. tJbertraguilgsmatrix für eine sprunghafte Verwindung (Abb. 14) 
Diese Übertragungsmatrix, im folgenden kurz Verwindungsmatrix genannt, 
folgt aus der Eokmatrix, wenn P, Q und R (Abb. 3) auf einer Geraden liegen. 
z-o 
1 +0 
Abb. 14. SPl11Diluifte VerwindUDg 
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Dadurch wird B (vgl. (37)) zur Einheitsmatrix und (36) geht über in 
T = A +0 A -0 = [~ cos Oll X sin ~ xl, 
° - sin Ll X cos Ll X 
(45) 
wobei Llx = x+O - X-o (46) 
gesetzt ist. Der Verwindungswinkel Ll X ist positiv, wenn die Verwindung im 
Sinne einer Rechtsschraube in bezug auf die x-Achse erfolgt. Bezogen auf die 
Form (43) des Zustandsvektors 
z = {u, N; ~, T; v, cp, M z, - Qy; - w, "p, My, Qz} 
ergibt sich als Verwindungsmatrix 
1 
... -..... , .......... .- ............... __ . 
-sindX 
........ , .................... _-.- .... -......... . 
!COSd;>;' '-sin dX: 
......... ; .......... : ........ -........................................................... -
. . . 
:COSdx! :-slndx: 
(47) 
..... _- ... _- .... -.... -................................................................ . 
:-sindx 
2.3. tJbertragungsmatrix für ein allgemeines Stabfeld 
Der Zusammenhang zwischen den Zustandsvektoren an den Stellen i und 
i + 1 eines Stabes kann durch die Matrizengleichung 
ZHI = UZt (48a) 
beschrieben werden. Ausführlich: 
u u 
N Ull U12 U13 U14 N 
.... _ ....... 
~ U21 U22 U23 ~ T U24 T 
1-
-
V V 
cp U31 U32 U33 UM cp M z Mz (48b) 
-Qy 
-Qy 
1-
--
'----
-
-w 
-w 
"p U41 U42 U43 U44 "p My My 
Qz t+l Qz t . 
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Die 12reihige Übertragungsmatrix in (48) läßt sich für eine Vielzahl von 
Fällen, wie im folgenden gezeigt wird, durch Kombinationen aus vom ebenen 
Fall her bekannten 2-,4- bzw. 6-reihigen Übertragungsmatrizen aufbauen. 
2.3.1 Gerader unverwundener Stab 
Hier verschwinden in (48) sämtliche Untermatrizen Uif für i =l=j, die die 
Bedeutung von Kopplungsgliedern haben. Die Untermatrizen 
Ull für Normalkraft und Längsverschiebung, 
U22 für die Torsion, 
U33 für die Biegung in der x, y-Ebene und 
UM für die Biegung in der x, z-Ebene 
sind der Literatur (z. B. [6, 11, 12]) zu entnehmen. Dabei sei darauf hinge-
wiesen, daß bei der hier verwendeten Form des Zustandsvektors (vgl. (43), 
(48b)) die Matrizen Uaa und U44 im Aufbau völlig gleich sind, lediglich die 
auf die betreffende Biegeebene bezugnehmenden Indizes sind unterschiedlich. 
2.3.2 Eben gekrümmter unverwundener Stab 
Für den eben gekrümmten unverwundenen Stab liegen Übertragungs-
matrizen nur für den Fall vor, daß die Hauptträgheitsachsen mit der Haupt-
und der Binormalen der Stabachse zusammenfallen. Unter der Voraussetzung, 
daß der Krümmungsmittelpunkt auf der y-Achse liegt, ergeben sich allgemein 
folgende Matrizenbeziehungen3) : 
(1) Für Bewegungen in der Hauptnormalebene: 
U Ull U13 N 
u 
N 
----
v v 
-
gJ U31 U33 Mz 
f{J 
Nil 
(49) 
-Qy 1+1 -Qy , . 
(2) Für Bewegungen senkrecht zur Hauptnormalebene : 
~ ~ 
T UI!I! U24 T 
-w -w 
(50) 
~ ~ U41l UM M My Y 
QII 1+1 Qz ,. 
Die in (49) und (50) vorkommenden Übertragungsmatrizen sind in [11] und 
[12] für eine Reihe von Fällen angegeben, und zwar unter der Voraussetzung, 
3) Die Umformung der'Gleichungen (49) und (50) für den FaU, daß der Krümmungs-
mittelpunkt auf der z-Achse liegt, bereitet keine besonderen Schwierigkeiten. Einfacher 
ist es jedooh - gegebenenfalls durch Einschaltung einer Verwindungsmatrix - dafür zu 
sorgen, daß die y-Achse zum Krümmungsmittelpunkt weist. 
14. Wissenschaftl. Abhand!. XIII. 1961 
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daß der Krümmungsmittelpunkt auf dem positiven Ast der y-Achse liegt. 
Liegt er auf dem negativen Ast der y-Achse, so sind alle KOI?vlungsglieder 
U(j (i =F j) durch- Utj zu ersetzen. Die hier benötigte 12reihige Ubertragungs-
matrix erhält man durch Zusammenstellung der aus (49) und (50) zu ent-
nehmenden Untermatrizen nach dem in (48b) angegebenen Schema. 
2.4. Vbertragungsmatrix für eine exzentrische Einzelmasse 
Zwischen den Zustandsvektoren z-O vor und z+o hint\'lr einer exzentrisch 
angeordneten Einzelmasse m (Abb. 15) besteht die Beziehung (51), vgl. S.211. 
Abb. 15. Exzentrische Masse 
In (51) bedeutet OJ die gewählte Kreisfrequenz. Die Bedeutung der übrigen 
Abkürzungen ist der Abb.15 zu entnehmen. Die Massenträgheitsmomente 
8 z, 8 11 und 8 z beziehen sich dabei auf den Schwerpunkt der Masse. 
3. ScJ!lußbemerkung 
Mit den bereitgestellten Matrizen lassen sich alle Eigenschwingungs-
probleme beliebiger - auch verzweigter - räumlicher Stabwerke behandeln. 
Auch die Behandlung ;'nhomogener Probleme (z. B. erzwungene Schwingung 
oder stati8che Berechnung bei vorgegebener äußerer Belastung) ist z. B. durch 
Erweiterung des Zustandsvektors und der hier angegebenen Übertragungs-
matrizen um eine 13. Reihe, wie in (52) schematisch angedeutet, 
k Ll--::---: UI· k 1 (52) 
oder andere Verfahren ([1, 4, 9, 12]) ohne weiteres möglich. Die Darstellung 
der dabei anzuwendenden Rechenverfahren war nicht das Ziel dieser Arbeit. 
Sie sind hinlänglich beschrieben (vgl. Literaturverzeichnis) und werden hier 
als bekannt vorausgesetzt. Vielmehr sollten hier nur die für die Berechnung 
eines räumlichen Stabwerkes nötigen Übertragungsmatrizen bereitgestellt 
werden. Dabei wur.de insbesondere bei der Aufstellung der Eckmatrix darauf 
geachtet, daß die erforderlichen Daten in möglichst einfacher Weise aus der 
Konstruktionszeichnung entnommen werden können. 
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~ 
• 
+0 
u 
N 
-{, 
T 
-
v 
f{J 
Mz 
-Qy 
-w 
'If' 
My 
Qz 
1 
-mro' 1 
mro"e j 
1 
-(e~+mr'): 
" w
' 
mw'df 
-mw'l 
I 
··········I···········,.···~·~~~ 
1 mw' f: mw'/d 
1 
1 
-mro'd -(e.+m. (e' + d
'
)] w' : 1 
m-w! mw 2 d 
-m w'l 
moote m w'ed 
................. : .......... . 
...........•.. __ .. -......... ," -........... . 
m w' el 
............................. 
1 
----I I 
-mw'f: I mw'ed 
........... ; ............................. . 
1 
-m (01 e 
-0 
u 
N N d 
'1 
-
"d 
b '1 I" M 
S;" 
T ~ ... 
t:tI 
~ 
V 
... 
~ 
C> 
P"' 
"" rp d 
"" 
l)q 
Mz Cl 
"" '11": 
-Qy I d S 
:=-: 
C> 
P"' 
-w ~ 
"" rn 
<+ 
?p ~ ~ 
... 
Myl 
:>;"' 
~ 
"" 
Qz 
(51 ) 
t-:l 
..... 
~ 
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4. Verzeichnis der Formelzeichen 
x, Y,Z 
x, y,z 
~,1/, C 
x 
P,Q,R 
------>-
Festes rechtwinkliges, rechtshändiges Koordinatensystem zur :Be-
schreibung des Verlaufes der Stabachse 
Die Stabachse begleitendes, rechtshändiges Hauptträgheitsachsen-
system (x-Achse mit Stabachse zusammenfallend und in Fort-
schrittsrichtung weisend) 
Zwischensystem zur :Beschreibung der Lage der Hauptträgheits-
achsen im Stabquerschnitt 
Winkel, um den das~, T), C-System um die ~-Achse in mathematisch 
positivem Sinn gedreht werden muß, um es in das x,y,z-System 
zu überführen 
Punkte zur Festlegung einer Knickstelle 
a,=PQ= {ax,ay,az} Vektoren, die mit den im Knickpunkt an die Stabachse gelegten 
b=QR= {bx,by,bz} Tangenten zusammenfallen 
Verformungs- und Schnittgrößen (Abb. 16): 
u,v,w 
c5, '1', qJ 
N,Qu,Qz 
T,Mu,Mz 
-0 
+0 
Verschiebung in Richtung der X-, y- bzw. z-Achse 
Verdrehung um die X-, y- bzw. z-Achse 
Normalkraft sowie Querkräfte in Richtung der y- bzw. z-Achse 
Torsionsmoment sowie :Biegemomente bezüglich der y- bzw.z-Achse 
Kennzeichnung der Stelle unmittelbar vor einem Knick bzw. einer 
EinzelmaBse 
Kennzeichnung der Stelle unmittelbar hinter einem Knick bzw. 
hinter einer Einzelmasse 
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